b3c - DER MATHEPODCAST

GLEICHUNGEN UND POLYNOMFUNKTIONEN 1

Polynom vom Grad n - (algebraische) Gleichung vom Grad n
Quadratische Gleichungen / Produkt-Null-Satz / Abspalten von
Lésungen / Anzahl von Lésungen

Zwei Themen in einem Kapitel?

Je langer man sich mit der Mathematik beschéftigt, desto haufiger trifft
man auf Verwandtschaften von Themengebieten, mit denen man -
anfangs auf den ersten Blick, spater auch auf den dritten und vierten -
nicht gerechnet hat.

Nicht vollig aus dem Untergrund, vielleicht fir manche sogar ein wenig
befreiend kommt da der Zusammenhang zwischen Gleichung und
Funktion.

Vielleicht ist es dir sogar schon einmal schwer gefallen, den Begriff der
Funktion sauber von dem der Formel oder der Gleichung zu trennen. Hier
ein wenig Licht ins Dunkel.

Definition
Ein Ausdruck der Form

a, X"+ a, ;x" '+ a, ;x"*+a, X"+ +ax +ag
heit Polynom vom Grad n.

Nattirlich muss gelten: n € N und auch a,,, a,_1,...,ay,ag € R. Zuletzt muss a,, # 0 sein. Sonst fallt
Jja der erste Summand weg, und das Polynom ist nicht mehr vom Grad n. Alle anderen Koeffizienten kénnen
auch Null sein, das ist dann egal.

Beispiele fiir Polynome vom Grad n

2x + 1 ... Polynom vom Grad 1

x> —2x ... Polynom vom Grad 3

X0 Xt X2

— — — 4+ — ... Polynom vom Grad 6
6 4 2

BekanntermaBen sind das die Funktionsterme der so genannten
Polynomfunktionen.
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Definition
Eine Funktion der Form

fx) =a,x"+ an_lx”_1 + an_zx”_2 + an_3x”_3 + -+ ax +a
heit Polynomfunktion vom Grad n.

Du weiBt, es muss gelten: n € Nund auch a,,, a,_1,...,ay,ag € R. Zuletzt ist wieder a,, # 0.

Beispiele fiir Polynomfunktionen vom Grad n

Die lineare Funktion ist eine Polynomfunktion vom Grad 1.
Die quadratische Funktion ist eine Polynomfunktion vom Grad 2.

USW.

Polynomfunktionen haben auBergewdhnlich groBe Bedeutung in der
Mathematik. Sie sind einerseits recht leicht handhabbar (auch flr
Rechenmaschinen = Computer) und beschreiben andererseits - wenn
schon nicht exakt, dann in unzéhligen Fallen ndherungsweise -
Zusammenhange, die mathematisch ausgedrickt werden sollen.

Aber weiter gehts mit der dritten doch sehr &hnlichen Schreibweise, die

auf die Polynome zurtckflhrt.

Definition
Eine Gleichung der Form
0=a,x"+a, x" ' +a, ,x"?+a, ;x"3+ -+ a;x + ay oder sfter

a,x"+a, X"V +a, x"?+a, X"+ 4ax+a;=0
heiBt (algebraische) Gleichung vom Grad n.

Wiederum muss gelten: n € N und auch a,, a,_q,...,ay,ay € R. Undja: a, # 0 sein.

Um es auf den Punkt zu bringen zwei Fragestellungen mit einer Antwort.
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PASS AUF B1. Gegeben ist das Polynom 2x2 — x + 1.

a) Berechne die Nullstellen der Polynomfunktion

P4p-x+q=0 f) =2x*—x—1
Lésungsformel fiir die b) Finde alle L6sungen der algebraische Gleichung
quadratische Gleichung 2x2—x—-1=0
\ 2
A) X b)
)
T_ ==
Al X -x-1=0
3 -2 -1 \0 2 T x_4
-1
4data 8
) Xap= €= 2 % 2
= /.1_4' 2
4 Y
A

A= (%10)  t=(hol

Beide Fragestellungen werden also identisch berechnet.

Soll der Funktionswert der Polynomfunktion
fx)=2x*—x—-1

gleich Null sein, so setzt man in die Funktionsdefinition ein und schreibt:
0=2x>-x-1

Was hier steht ist exakt die algebraische Gleichung.
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Trainiere noch einmal die Losungsformel zur L&sung von algebraischen
Gleichungen vom Grad 2:

9
B2. Ermittle die Nullstellen der Funktion x2 — — x +5=0

AuBer der kleinen Losungsformel hast du vielleicht auch noch den
Produkt-Null-Satz in Erinnerung.

Der Produkt-Null-Satz

Am schnellsten erklart man den Produkt-Null-Satz mit folgendem Beispiel.

1 5
B3. Lose die Gleichung (x — 5) (x + E) = 0.

( ‘%)(X"’%\= xt- 4t Ex -5

o
£
= Ko ixrexa

2
= xl+zxX-%

| —

oA A an 4..\"_6_
Yajp 7 6 16+ =-81%
_dx Y
=-¢'c
-3 _4
Y" =--6- Y,_"b 2
h e —
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Satz

Die L&sungen der obigen Gleichung entstanden midhsam, am Ende wird
man mit der Vorgangsweise nicht zufrieden sein. Schon in der Angabe
stand ein Produkt, das Null gleichgesetzt wurde.

Eine Produkt A - B ist genau dann Null, wenn zumindest einer der beiden Faktoren A

oder B gleich Null ist.

A-B=0sA=0VB=0

Genau diese (triviale) Aussage erhalt den Namen Produkt-Null-Satz.

PASS AUF

Ein Faktor dieser Form
(x—=1)

bestehend aus einem Vielfachen
von x und einer Konstante

heiBt Linearfaktor.

Um zum obigen Beispiel zuriickzukehren:

1 5
B3. Lose die Gleichung (x — 5) (x + E) =0.

X-—'—%’c (@) e, )\"'S—':O

3
.4 <=
X =3 X ""%¢

Sind die Faktoren also so leicht ersichtlich, so kénnen die Lésungen der
Gleichung einfach abgeschrieben werden. Beachten musst du lediglich,
dass sich die Vorzeichen der Summanden innerhalb der Klamsmmern (durch
die Umformung ersichtlich) umkehren.

B4. Ermittle ein Polynom vom Grad 3 mit den Nullstellen x; = — 1,
X, = 3, x5 = 47 Zeichne den zugehdrigen Graphen.
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